
&. Oscilaciones

5 .
1. Motivacin
-

- La mayora de los sistemas tenden al
su evolucion

SequbroAperturbarloses alrededor
del puto de equilibrio.---

Por que estudiar esto ?
-> Lamayora de los fenomenos naturales
Cueden ser descritos por oscilaciones .

I
· se aplica en :

- Cosmologia
-Teora Cuantica de Campos
- Fisca atmica
- Optica, etc.

Dada su gran versatilidad , es important
te conocer los principios detras deeste fenomeno.



2. Leyde Hooke.
- Unmasasetoau resorte experien

F(x) = - kX (5 . 1)

en la direccion del resorte. Aqui, x es el
desplazamiento desde el equilibrio y
ma constante &

-El potencial es :

U(x) =Ex (5 . 2)

que tiene como minimo
la posicin de

evilibrio
- U(x)of

IoEquilibrio

· Ahora consideremos un sitema
con un potencial U/) , con purto
de equilibrio oo -

i&
'of o



· Cercade expandimos :

U(q) = U(q) +U(q0)x +EU" (4)x2 + ...

con = 1-%. Tenemos :

U(90) -> constante

(10) + escero (minimo

y nos queda :

U(X) = EU" (90) x ? (5 .3)

que tiene gran similitud a (5 .2).
Conclusion :estovamas alla desoe

/

- dinmica en la proximidad
del equilibrio.

- Llammosle :

Osuladorarmonico



· El Lagrangiano del Sistema es :

L = mx -zkx] 15 .4)

con == /x =x >0 ·

· Las e . o .m son :

LX-

( = mx 3 = > mx + x =0 (5 . 5)

dsoluciones?

Proponemos : X (t) =Cet
,
con por

determinar .

· Introducimos en (5 .5) :

-my(ext + kext = O

> x
=

= -t
S

=> x = =Wo,



donde = m es la frecuencia
natural del osclador .

Tenemos dos soluciones ; superposicion

x(t) = C , eiwot + C,e
i wot

(5 . 6)

·Otra forma de escribir esto es si
tomamos

INot
e = coscot sinWot

y rescribimos (5 : 6) :

x(t) = B , coscot + Basincot
,
(5 . 7)

con Bi =Ci + (2 ,
Bz = i(C1 - (2).

· Yet another forma de escribirlo es
definiendo

A = (B, + B,<)" ,
que puede verse como :

A

B2
↑ S

Be



·Reescribimos (5 .7) :

x (t) = A ( CoScot + ↑ sincoot)
= A(cosScoscot +SinSSinWot)

= Acos (cot - 5) (5 .8)

todas son formas equivalentes de escribir
la sol general del oscilador armonico .

Por ultimo, notamos que :

Br = C1 + C2 B1 = C1 +C2

B2 = i((n -2)] = 3
iBz = - (C - (2)

- C = E(B - iBz) 3 conc
,
= C, *.

Cz = z(B +
+ iBz)

Reescribinos (5 . 6) :

x(t) = C ,eiwot +
*

e
in t

-

Dado que cualquier numero complejo
comple



z+ zx = x + iy + (x - iy) = 2x = 2Re(z) ,
tenemos :

x(t) = 2ReC ,giwot

Si definimos C =21 = B1-iB2
,

=> A( - i3) =A (cos5- isinS)

= Ae
-is C

Finalmente,

=ReAei (wot - s)
(5 . 9)

·Esto puede verse como :

Y

·
Ceiwt =Api(ut-s)

· El punto rojo VOL
viene sobre

i el eje x .

Toot ·& · El punto zul-
x() =Acos

semueve sobre
(wt-8) el circulo

.
COM

S

- iS velocidad :

C =AC
cut.



53. Oscilador armonico
amortiguado.

·Sup que Ademas del potencialConservativo tenemos una fuerza
disipativa

-

-

-> mi +8j + kx = 0 (5 . 10)

tiene soluciones del tipo () =et
.

· Los detalles de esto quedan para
el lector .

>Parte del 200 Parcal
.

-

- Revisar la teoria

- Boscar ejemplos
- Resolver ejercicios .

Die Zeit lauft schell ab !



5.Osciladores acoplados
·Consideraremos sistemas de cuerpos
conectados por resortes

~ moleculas
-> cristales

~ campos (QFT)

Lapreguntaes,
Que pasa si juntamos muchos
oscladores ?

Wa
&-

· En este caso , no pasa nada .

~>Cada uno vibra libremente.

Pero
,

estanacoplados ?



5 .4 . 1. Cadena de dos masas
too· Consideremos dos masas conec las

por resortes , entre si y ados puntos
fijos

Me M2
More

Ke 2 K
3

·Definiendo como el desplazamiento
a partir del equilibrio para me
Ligual para Mil , la energia metica

T = Em,x + Emix?

· La potencial, para cada resorte

U = EkXi + 2k3X2 + 2kz(x2-x1)
· El Lagrangiano es

L = Emex! + Eme Ex-EkX
- Ekz(X2-X 1)2 (5 . 11)



· Las e . O
.m arran :

) = mixa Igual para

= - (e) Xe & X 2.

Esto arroja :

mexn = - (k + +kz) X 1 + k2X2

M22 = KX1- (2+3) 2 J (5 . 12)

· Notemos que, , definiendo

= = (i)
,
M = (% iii)

,

k= )-
(512) puede escribirge como

=-K* (5 . 13)
-

-> version matricial del oscilador armonico.



Como resolvemos (5 . 12) ?

Podemos proponer (de la forma XiRezi) :

21 = 0, pict I
zz = azeiwt

S

Ponemos esto en un vector :

=> (t) = (E) = ent , (H) =RECE)
.

que sera solucion a (5 .
13) .

Susfituyendo,
ict

~ --↳Meint = -Ke
-w2Ma = -Ko

↳
=O (5. 14)

- Sistema algebraico para amplitudes



- co es el eigenvalor y el agenvector.
- se resuelve come un tipico problema
de eigenvalores.

-> -WM) =0 15: 15)

- Susolucion da las frecuencias para la
Solucion X (t) .

-> frecuencias normales
-> a : modos normales

.lara simplificar, tomemos
m=m=

2 ,
= 4 = =

y .

Entonces
,

M = (mm) ,
k =( )

=> -WM = (2mW mu)



·El determinante es :

*cuidado con pequea
& grande.

det(-2) = (24-m24-42

Definiendo 1 = 202 :

42 +m)2 -4 m) - k = 0

->m
2

-4 m +3 = 0

Resolviendo con la chicharronera :

wi , w= (5. 16)

· Osclacin armonica parados masas
Uno de ellas, w, es la de mamasa.

Revisedsuceda los normales :

Casown :
Tenemos=

,
to intro-



ducios en (5 . 14) :

R-WiM = (2-ME - K

- a 21-m)
= ( ! +) = k)- )

I= a = 0 => (= i) (07) = 0
= > 01 - 2

=0
,

Definimos : 0 =0, =02 .

Entonces
,

E(t) = (8)ei
wit

A

·Conelmismo truco que en (5 .9),
escribimos

a =Ae
- is

=(*) cos(wet-S) (5 . 17)



Esto es
,
las dos masas osalan con la

misma freencia , amplitud y fase.
- El resorte de enmedio no afecta .

Wa :

Tenemos wa = 13
-K

= K-wim = (2 - m=
2k -m (- K

= -k(i)

= (i)(a) =03
01+02 =0

an =
-az=

·Esto nos lleva o :

Ex(t) = (_*A) cos (wet-5)) (5 . 18)

Esto es :



- misma frecuencia, amplitud-

y fase pero direction puesta .

El resorte central se comprime y
expande .

· La solucion general del Sistema :

=(t) = An (n (cos(wet-S1) +Ac(1) cos(wet-S2)

4.2 Pendulo doble
(5 .19)

Veamos el caso donde M no es diagonal,
y K

St
.

ay
- Mismas masas

> X I longitudes .

mem - Coord. generor-
Lizadas ;

· ! 1 , 02 .



Las energias son :
T= Em(x,

2
+y? + xc+ y))

U = mg(y - (2)

pasamos a coord generalizadas :

x 1 = Isinb (sind +sinbal
11 = -Acos , y = A(cos +cos

El potencial es entences :

U = -myl (cos +cos1 +cos2)
=

= mgl (2cos1 +cos2) (5 . 20)

La cinetica :

T= me (20,+!
+201 (cosco+sin).

(5 - 21)



· Investiguemos pequenasosclacionesacerca del equilibrio

U (b1 ,d2) = (0,0) + + 2-

!
Esto arra :

U = Emgl(24, +02) (5 . 22)

Aproximamos tambien la cinetica

T =Em (2) + 2%, + jj) (5 - 23)

· Conesto podemos encontrar las
motrices My K :

M= zmez mee) ,
K = (2mglo

g I


