
Que Pasa ↑

O si tomamos una o
que atrave

hora
se el coso ?

N Z ·El vector mitario is :

i = (1 , 1 , 1) ,

·

i ayuda a escribir c :

Ti , > X
w =wi = 43(1 , 1 , 1) .

OL

·En este caso,
,
el momento angular es

([ =I =Mo) 8:
s

e
=

a(
= AsE

· En este caso
,
[ y paralelos.

Que pasa si moremos el origen alcewl-ro del cubo ?



N

delcubo
.

En este caso, integramos
·

a

centro

-
*

entre -04/2 y 9/2 .

D

· Encontramos :
L

1xx = Iyy =Izz = Y6MO2 Diagonal
↓
off-diagonal .

Ixg = Iyx = Ixz = .. . =O

Conesto se obtiene
,

(I = Mat (188 = -Ma

· El momento angular :

& =It =Ma

· Mismo resultado que el caso anterior .
-> Atogado de simetroe

· Aqut [
- apuntara en la

direccion
siempre- decu .



-. Ejes Principales de Inercia
· Vimos que , en general , I no siempre es
paralelo a 0 .

· Cuando si lo son , decimos que el eje
sobre el que roto es

el eje principal.
·Podemos definir el eje principal de un
cucrpo si

T =x, 14 . 18)

con & un numero real.

es&?

·Supongamos que tenemos una rotacion
en z :

-> T = (Ixzw , Iyzw , Izzw)

Dado que [ y o son porlos

⑤[ = (0 , 0 , Izz(0)



=> I es el momento de inercia
sobre el eje de rotacion .

·Enelcasode que
el tensor de inerie

(# Toe( (4 . 18)

tenemos que los ejes X, y y sones
principales.--
· De opalegalforma, six ,otson ejes P-
·Entonces

,
en (4 . 19) tenemos :

Xi son los momentos principales.

EQue pasa en casos mas generales ?
(no tan simetricos) .

- Afortunadamente,_ es posiblesiempre
encontrar tres eyes

↑

para un cerpo rigido.
Principales

->Teorema de Steiner
Petarea .



Ishort, siempre podemos encontrar unSistema coord . donde I es diag.
i No hay productos de mercia !

-simplificalos calalos .

&Como encontramos estos ejes?
·Supergamos queI no es diagonal.
clave : Si apunta en un eje principal,

=> T = NT.

Pero tambien sabemos que
T =It

,

entonces
,
se comple que :

# (4 .20)
--

-Problema de eigenvalores .

Comenzamos con :



(I-11/T = 0
,

que tiene solucion si y solo s

det(I-x1) = 0 14 . 21)

·Esta solucion nos dara , en general,
tres soluciones

X
,
12

, is
los tres momentos principales.

· Asi
,
encontramos que nos da

la direccion de un eje principal.

Ejemplo : el cubo , de nuevo <

-

· Encontremos los ejes principalesbrema de susde un cubo que gira SO
caras ,

· Ya sabemos que

I =Ma2)8 isel



tra primera·Dado queno es diagonal, nues
eleccion de ejes no son los principales---

· Utilizando (4 . 21) :

I
8M 1 - 3M - 3M

II -11 = - 3M 8-x - 3M
-- 3M - ze 8

donde M=

·El determinante :

det(I-x1) = (21- x) (11-1)2
.

Sus eigenvalores :

M = 2M y i = 13 = 11M. (4. 22)

· Con esto
, podemos calcular los egen-vectores

-> direccion de los tres
ejes principales.



·omemos &:

(I -11/5 =) /
Esto arroja el sistema de ecuaciones :

(e) zwx - Wy =Wz = O

(2) - Wx +Wy -Wz
= O &

(3) -WX-Wy +Zwz = O

Haciendo (1) - (2) :

3wx - 3Wy = 0

=y /

--

Luego (1) - (3) :

3wx - 3Wz = 0

-z



ConduimosqueelPrimereeje primae

W = (Wx ,Wy , We
= W(1 ,

1
, 1)

Diagonal
- Eje principal aparta c del cubo .
er (1 , 1 , 1) .

(4.
23)

/ Definiendo = /1 ,
1
, 1) ,

este vector
indica la direccion del eje .

Enforces
,

T = I5 = N,T
-

= Zuc

O=Ma

Edusion : el momento de inercia sobre
este eje principal es in

Tomamos2
= 13 :

(I -11) =M (= /



Esto nos arroja :

Ex +WytWz = 0 .

(4 . 24)

-> No determina la direccion
de i.

significa?
· Nota 14 .24) le escribirse,que peo
con ayuda de 14 . 23) como :

. = 0.

Esto es , i debe apurtar en cualquier
direccion ortogonala
· Entonces

,
los otros eyes principales

tendran momento de inercior i = is .

·Por ultimo
, cualuamos I en estos

nuevos ejes :

I ( I#'=8) =Mat e



Ntaino siempre tendrese eigenvalores
s
,
este fue el caso por La

--simetrgdelwo e
-m

· Exploremos un ejemplo donde se
aplique la maquinaria que desarrollamos .

-z
· Trompo demasa M
fijo en O.

·

·Dada la simetria del
R I problema , tenemos :

o VMgTo
1 = ) Toe I

· 1 : No hay gravedad .

->El trompo gira sobre su eje de simetria,
con

T = ces y T = 135 = Awes (4.25)

· No hay torca (gravity) => I = const



- a seguir girando .

Laso2 : Prendemos la gravedad .

torca· Esto generaramai

E = F2xMa ~
Perpendicular

2
azyes

IE1 = RMgsinO

· Laexistencia de una torca imple e

F=

- Cambio en i tambier .

· Ahora consideremos que E es pequeta.

Esto quiere decir que (4 .25) es ma
-

Buena a proximacion

->I cambia en direccion ,
pero no enmagnitud.

: esto solo funciona en esta aproximacin.



Enfonces
,
E = E es :

·

Wise, = T xMg,

y reemplazando &
= Res

, g = -g :

i
3
IMgR Ex
=Exs

, (4 . 26)

donde funciona
con

- c0 .

z = ge E c (4 .27)

es la velocidad angular de precesion,
inversamente prop . a W

.

e ·Este movimiento es
se debe a que :

->

ina - = T

-Mg



· La ta tiene direccion en direccion
perpendicular a esta pagina .

~Deccionde la precesion

Emplo : LaTierra .

· LaTierra gira sobre su eje.
·El eje sobre el quegira 0 =23:
· No es una esfera perfecta
-> orca por la Luna y Sol .

- Precesion lenta (26,000 aos)

Fenomeno conocido como :

Precision de los equinoccos


