
#uerpRigdo
- Uncuerpo rigido es una coleccion de
N particulas cuya forma no puede
cambiar .

-> La distancia entre particulas
nocambia.

·Unsemaarbitrario requiere 3N
coordenadas para ser descrito .

Veramos ofulun cerprigdoso
e

-> Tres para su centro de masa .

->Tres para su orientacion .

4 . 1.Propedadesdel CM
.

--

· Considerando un sistema de N particulas
de masa ma

,
x : 1...., N y posicion Fa :

Centro de E= E mara ( . 1)
musol -C

->



donde M es la masa total de la particulas.
· El momento total es :

= Fa =Emanue

=M (4.2)
· Esto es el Sistema se mueve como una

<

particula de masa m y con la velocidad
del CM .

· Diferenciando (4) respecto a t:

Fuerzas internas

- =Me no afectan IO

(4 . 3)
evolucion del Sistema

- Ahora hablemos sobre el momento angular
total.

Cuerpo

8
.

origendom
E

↓ rigido

↳CM

F
Fa

* Mx



Tenemos que :

Fa =E + Fa
. (4 .4)

El momento angular la de mx en 0 :

-ta = Fax Pc = Faxmara.

El momento angular total relativo a 0 :

T =Ec =I Faxman (4 .5)

utilizando (4 .4) enI :

T =ZRxm + Exmar
+Ziraxm +Er xmar,

= ExM* +ExI'maF
HEmar) +TFxmar, (4. 6)

·Simplifique mos esta expression .



·Primero
,
mostremos que Ima =0.

De (4 .4) tenemos :

Z'mat =Ema(ra -E)
=Zmata-RZmx

>

= MT-ME 2) (4 . 1)

=0
.

Deiyual forma , Ima = 0.

· Reescribimos 4 . 6) como :

I =Ex +Faxma (4 . 7)

· Concluimos que el momento angular del
Sistema tieneocontributiones :

->

+I rem
--

donde [em es por el centro de masas ,
desde un origen O -

Trem es el relativo al centro de masas .



>
· I or ejemplo considera el movimientoI

de la Tierra drededor del Sol :

⑳

e
I = Toub + [spin

-> El momento angular total de laTierra es :

* Orbital (CM alrededor delSol)
,

* Spin (Giro sobre elCM).

·Parala energia cinetica total

T = ZEmata2.

Usando (4 .4) :

T =Em + EmaFiX
--

+ R . Z
-> I =O:... -Mar

El ultimo termino es cero
.



· Finalmente
,

T = EM + EEmarn" (48)

· Esto es
,

- movimiento del CM
t

movimientorelativo al ca
.

·Pero
,
el unico movimiento relativo al cal

es la rotacion.

· La energia potencial esta dada
por

V = Next + vint

·ndesVexteselpotencial debio e
Las internas

vint =E Vap Cr..



Dado que rap es constante , vint tambien
10 es.
-> Ignorar

· Conduimos que la unica energia potencial
es la debida a fuerzas externas .

↑Rotacion sobre eje fijo
· Hemos visto que el movimiento rotacio-
nal es crucial para el estudio del
cuerpo rigido.

N
·Por ahora

,
nosw

concentraremosenc

casode
un copa
sobram

~

eje figo .

& Digamos que es el
-
origen

en

eje z .

L algeluga
sobre

el eje &

·Suponemos que el cuerpo de la figura
esta compuesto por masas ma ,

con

momentoangular total-

I =It= raXmaNa (4 . 9)



donde Ja es la velocidad de las particulas
moviendose en circulos por

5

.

· Notemos que :

T
un

· La velocidad de particula
S Te esta dada por

..............·
~

w= -=noS
j

o -> Vicursing con reglor
de la mano

O Ex - derecha .

Considerando que el ge z esto sobre c :

- = (0 , 0 ,w

x = (Xx , ya , Ex)

=>Ta =Xa = ( Wyc ,NXx , 8),

I finalmente

ta =MaFaxn = Maco)-taXo , -Zaya ,Xa+ya")
(4 - 10)



· Sustituyendo en (4 .9) la componente z :

↳ z = 'Malx +y C .

Denotando la distancia del eje al punto (x, y,z)
por g=,

↳ = I'maga = Izw

Con

2I=Maga (4. 11)
-

-

·Esto es el momento de inercia sobre el
eje z .

·Entonces
,
tenemos :

(momento de inercial
(momento angular) : (velocida angular)
· Calculemos ahora la energia cinetica :

T = EZ MaVx2 .



Recordando quese mueve en circulos
sobre z , Vx = Saw

- T=Z magw
=

ya
lo habianos

usado en un

= IzW2. problema . 14
. 12)

· Regresando almomento angular ,
·repasa con L x 1 y=

·Sustituyendo (4 . 10) en (4 . 9) :

Lx = -ImaXaZaN
, Lg = -EMaYnZaN 14. 13)

Concluimos que , anque to aputoee e↑ puede estar en o

Esto es
,

i =Iw

no se comple en general.
·Ahora

, un poco de notacion .



·De (4 . 13), escribimos :

↳ x = Ixzc , Ly = Iyze
con

Ixz == EMXXaZa
, Iyz = -EmayaZa.

· Aqui, Ixz y Iyz son los momentos de
Mercia

La idea es que :

componente x de[
Ixz -> cuando i apunta en z .

De igual forma , escribimos Iz como

Izz = [maS=
=

I' ma(Xx +ya").

Con esta notacion
,

& = (Ixzw , Fyzw , IzzW) . (4 . 14)



#. El Tensor de Inercia
·Nacion :

iQue pasa si el ejede rotacion
cambia con el tiempo ?

->Estudiemos esta situacio.

· Consideremos un cerpo rigido rotando
sobre u eje arbitrario Con

i = (Wx ,Wy , Wz).

· Ahora calcolamos sumangular

T =2 maxx Tx
=Z'mxxFx) (4 . 15)

De tu curso de tensores ,

ExBxC = EmniAnEijkBjCk
= EmniEijk AnBjCk



= (3mjSnk - SmuSnj)AnBjCk
= A BmCk - AjBjCm
-> B(A. ) - T(A .B

Escribimos :
Esto do
un vector

Ex(x) = r!) -Ele

X : Wx(X4+y2 +z2) - x (XWx + yNy + zWz)
=+Wx(y"+E2) -x-xyNy -XZWE
= wx(y2 + z2) - xywy - XzWz

Ey :

=

- yXWx + (z+x Wy - YzWz
#zi

= - zXWx - Zywy + (X2 +y2)Wz
· sustitoyendo en (4 . 15) :

Lx = lxxWx + IxyWy + IxzWz

Ly = IyxWx + IyyWy +IyzWz (4 . 16)
↳ = IzxWx + IzyWy +IzzWz &



Si escribimos

I = i) , i = ) ,

laccacion sepuedeescrbro
e

I
↳ = Iijwj

(4 . 17)

dondeI es el tensor de inercia dado por

= = *FreeI IIzz
· Nota queI es simetrica .

·Fisicamente dice :

↳ como esta distribuida la-masa de un cuerpo rigidoen el espacio



Ejemplo : Un cubo solido de lado a y masa M .

---

N Z

· Encontremos su
tensor de inercia
considerando que·

> X

gira sobremo de
I

sus lados.
,

OL

· Para Ixx :

Ixx = f
:

dxSodyfodzg(y2 +z
cong = M/as.

Integrando : 99dx(Gydy)(f"dz)
+ 9(dx((

-

dy)(fzdz)

#Ma
-



Por simetrior
,

Iyy = =Ma" ,
Izz =Ma ?.

·Para los terminos fuera de la diagonal :

Ixy = -S
*

dx(dy(odz(xy)
= - j((xox)(fydy)(f

*

dz)
=-Ma .

El resto son iguales por simetria .

·Tenemos que el tensor de inercia es

(
=Ma2-fMa -*Ma2

II = -Ma ? Ma
P -Ma ?

- Ma2-Ma ? Ma
<



I = Ma) 8 -3 isa (
Nota queI es simetrico .

---

·Si consideramos que el cubo esta
rotando sobre- :

T = (w , 0 , 0)

&recordandoqueE Forear

T =Iw = A02)83 =3 o e
= Ma (8wd

Otra vez
,
[ no es paralelo a c.


