
3XProblemade Fuerza Central

· Como primera aplicacion de Lagrange,
Oestudiaremos la dinamica le dos

cuerpos que ractuar entre si

· Ejemplos ,
-> Planeta orbitando el Sol

->Electron y protos en el
atomo de Hidrogeno .

↑Sistema binario de estrellas
.

· No consideraremos fuerzas externas .

=
-. 1. El problema
· Considera dos particulas de masa
M Mz ,

con posiciones F y F2.
·El Sistema cuenta con seis grados
de libertad :
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sicion del centro· Aqui, E da la po -de masas /CM) y ~ posicion relativa.
· Objetivo, escribir el Lagrangiano----

del Sistema

· La energantica es

Tim , + EM2F
.

(3 .1)

· Ahora veamos una forma mas conver
mente de describir esto

.

·Si convenientemente tomamos Ey F
como coord. generalizadas , recordando
que:

B = mrtmre

y
-> --

r = V-Vz

· Reescribamos (3 .1) en terminos
de estas coordenadas :



Porque el publico lo pidio :
F =F -Tz

- Ez =F -FL

↳ E=me
+En e I

M =M1 + M z

Fr=Me+
E = Eme_+M

M M

E =E()' -F
- F = E+ (3 .2a)

->
-Uz = E T (3 . 2b)

· Sustituimos en (3 . 2) en (3 . 1) :

T =E(m =/ +r
2

+ m [in -FmY
T= + Mie

e



·Considerando un potencial V(r) entre
ambas particulas , el Lagrangiano es :

L= Met -V C3. 3)
↑Why ?
TAREA

· Nota que Rescicica .

-> Centro de masa en reposo ·
o mou . const

FO
XCM

~Inval , Ignorar Home
·Ahora definimos lamasa reducida :

Mem

M =

+Mz
(3 .4)

· Entonces
,
(3 . 3) es :

Mr#
·El problema se parti en dos

=>Una particula libre de masa M I

->

- una particula bajo VCr) .

->



·Si ahora consideramos que
=>

R = const ,

Podemos un marco de referencia
donde el degiresta en repos,e
R = 0

.

· En este CM frame
,
el Lagrangiano

es :

#n- V(r) (3 . 5)

- =Mr
Nota E es la-i

-
-

run X posicion relativa
I Fe

CM de la particula 1·
ar la 2.

I

Conclusion lujmos el problema de dos-

: reo

cuerpos le uno una particulaal o con
de masa bajo el potencial VIr).



LOPCIONAL)· Con un poco mas de detalle :

1
Ve

We- ·Tenemos· · CMT

N -
. =F-Tz
-

· Tambien
3 pode-
finirmos dein

re vectores desde
el CM a las

particulas :
->

v y Fi
·Con esto tendremos las relaciones

En +Fi =Fe

Fin+Fi = Ez
si las restamos

=F-EzEntri-R =
pasasi vamos al cm? (E->0

F
= Aqui canciden

- Fi =F y E =F2d⑳ T con =T-Tz



3.2. Ecuaciones de Movimiento

·Dado queel potencial solo depende de r,el Sistema tiene simetria esferica :

-FextFux2=MFxtMetet e7
· Notamos que el vector

tradialel momento lineal es
-

en un
->

plano normal aL

"I · Escribimos (3 .5)
en polares :

·

F 7 I
-

>

<

t
-
Ex(r+r-V e

plano fijo ,=
cons

->araO :

· Ademas
,
tenemos que (3. 6) es ciclico

en O :

- = 0



- = 20 = constit

·Esto es
,
conservacion de momento

angular :

=const
.

(3 .7)

- Interprciongeometrico
·El vector Flt barre
un area dA en un

.

Grose intervalo ot :

da =Erdo

Esto es
,
la reloadad areal es :

= 12 O = tre

=
= const

zu

esundaLey de Kepter



-> para ri

·Tenemos

-4-( = 0

2L
->T

=- thro

- -( = - (n) = -m
=>

-Gr tur M=
Reacomodando :

=- )

turdy (3.

· El problema de los dos cuerpos se
ec

. 3 . 7)redujo a resolver las L

y(3 .8) .



·De (3.7) :

· =
rz ,

Sustituimos en (3 .8) :

Mi =- + Fof (3 . 9)

donde Fef =r 2

· La ec. (3 . 9) es la Segunda Ley de
Newton para una particula en unadimension de masae en posicion
r .

·Dicha particula esta sujeta a una
fuerza :

-
mas una ficticia" fuerza contrifuga .

-> Redujimos el problema a una
sola dimension.



·Conviene rescribir la fuerza ficticia
Como :

Fof=
ur

con esto definimos el potencial centrifuge

Faf =-erl) =-rVcf
· Regresando a (3 .9) :

mi = -[V(r) +Vex(r)]= Veff
3.10)E

donde Veff es el potencial efectivo .

emplo : Cometa .

Como es el potencial
efectivo ?

sol

↑↳ p

Jeff = -Ccomatotiar
E

y



*Cuando resgrande :

- Yur despreciable, gana la gravit
Veff es negativo fuerza atractiva .&

I

*Cuando res pequeno :

--

- Gana eur2 -

Veff es positivo , fuerza repulsiva .

·asenergias ?

Primero
, modifiquemos (3 . 10)

(i = -eff)
mir = -Veff

(EmrY = - eff

Estoes
,

Mr +Vett = const (5 .11)



-> Conservacion de la energia .

Mreff =urtMr +U(r) (3 .12)

= F
--

De nuevo ,ipemaun-dimensional !

Importante : De (3 . 12)-

=E-Veff20
· Ees ma constante. (Lo mostramos) .
· Em es positivo .

· i puede ser negative , positivo o cero
pero es positivo .

-> eff (3 .13)I->°
·De que me sirve esto ?
-> Veamos como se comporta Veff ,
en el caso

VCr) =-



Veff(r)

----------R

iii ↓EntUn
.... ->W -- .

Ep-u -

.......... - ------ Ez
- ........................ F

-3

· ------------------ ..... Eq

· Primero, depasacor Eq ?
-> No es fisicamente posible
Veff (20

· Cual es el valor minimo legal de energia ?
↳> En Es ; el minimo de Jeff :

para el
Eminimo.

·eff-+Mo
-

l
- -
- >
u

+ Gmemero = 0



=ma
·Solo unvalor deu onstante

->Orbita circular

·pasa en Ez ? rz ry

i
--und -- Notamos que hay --.... -E

region
: permit dora y upermitda
entere ->

Ez > Veft

re y y se les lamoz ruin y rmax
y

= MmmLUIrmax

rain rmax
-> Orbita eliptica ·
capasocon Ep ?

·

Tenemosunrminfinitoai



~Orbita parabolica rans

·Finalmente
, para El tenemos una

Orbita hiperbolica.

3.3. Ecuacion de la Orbita.
· Queremos resolver (3 . 10) :

Mi = - Veff(r)

↳ amente no lineal .

·Quepasa si consideramos la dependencie

-Sime das O , sabre doe
*

·Truco : usemos u =f .--

Tenemos :

i== O= re



=

-

1= -He
Ahora

,

·= r= O = e
=-

li
-

e do

Por ultimo ,

Veff= ma
- -me
=- Grmzu
M

Ahora si
,
(3 . 10) es :

- = 23-Gmmeen



Moltcocmospor-en
· Solucion general :

i = AcosO +BsnO +mee

Sistema coord. Con :

B = 0 => r= rmin Para O
=0 (ex)

e2
-

-2 = AcosO+, C =

Gestal

Luego,

r(t) =+t

↑ecoso
(3 . 14)



con E = CA es la excentricidad .

·Esta es la ecuacion de las conicas
en su forma polar .


