
$1 . 3 .1 Review : Vectors and Dual Vedors
· Dada la importancia de los vectores y
corectores

,
havemos un pequeo repaso.

T variedad : es an espacio que localmente-

es plano (en nuestro caso ,Minkowski).
· Geometria global no trivial.
-> Cibrelo con parches (Minkowski) .

· Cada punto en la variedad es
un evento (t , x , y , z).

T Espacio tangente : a cada punto en--

nuestra variedad le asignamos
un espacio vectorial : Tp

· Los vectores de este espacio son
tangentes a este punto -

- -I ·: punto sobreM
.

TP-*--
-"M : variedad

.

ade lado



#I. Vectores (tangente) : son vectoreste a una curva sobre latangenvariedad
.

Imagina que vemos a la variedad
desde arribal :

curvas

tay una infinidad deX · I
creat
a P el punto p. .⑭
tang

: crvas que pasansobre

(2 => Vectores tangentes
(3) O p.

-Espacio Langente !I

· Una curva X (A) tiene vector targente :

ve = i
donde x la parametriza.

I
.Espacio Cotangente : espacio asociado
al tangente ,

demisma dimension :Tp*.

· Aqui viven otro tipo de vectores (
todos sobre un punto Cal gual
que Tp) .



T
-
Corectores (uno-formas) : sonmapeos
lineales de vectores a escalares.

· Los covectores "comen" vectores.

↳werda : W(V) = WmVM eR .

Ejemplo : el gradiente. (Mira case
anterior) .

# Conexion Vector-Covector :
·Dequeesirveuncovector ?

- Imagina estas sobre una colina (variedad) .
tor : posibles direcciones en las

que te puedes mover .

Campoar : nos da la altura de
la colina (elevation) .

Creator: Si te mueves
,
la elevacion

cambiaro
.

tazade cambioenladirecciond ee/
-



31 .4. Tensores
· La generalizacion de vectores y
covectores se le conoce como tensor .

· Un tensor de tipo (K, I) es un mapeo
multilineal de covectores I vectores
a M :

T =T
*

***↑**Tp**Tp
-> M

.

Kreces e veces

donde X es el producto cartesiano.
·Por ejemplo

TpXTp : espacio de par ordenado
de vectores.

TpXTp = [(v ,w) /v ,weTp3
-> Tensor tipo (2 , 0) .

· Entonces
,

(0 ,0) -> Escalar
I

(0 ,1) -> Corector Cono-formal&

(1, 0) -> Vector



·Considera un tensor tipo (1 , 1) :

T(ac +by CV +dW) =
u un
covector vector

-T(ac ,CV) +T(by , CV)

+T(by , dW) +Tlaw , dW)
Action

= a c T(w,V) +bT(4 ,V) linealmente
+bdT(y ,W) + ad T(w ,Wh en cado

argumento.

· La pregunta ahora es :
iComo se ve este tensor ?

Esto es
,
itiene componentes
y
base ?

Por ejemplo , ya conoceros o

Far
, Preor , Yur

·

De donde
-d salieron ?
-



· El espacio de todos los tensores tipo
(Kill forman un espacio vectorial.

-> necesitamos unabase .

---

Para esto , introducimos el producto
tensorial ④ i

--

-

Si T es tipo (4 ,l) y S tipo (m ,n),
el nuevo tensor tipo (K + M, Itn) es :

TS(c",..., wo...,(tm), Uh, ... Hel ... filthy

los c
y v' denotar distructos carctores y

vectores , no componentes.
· Con esto construimos late para
nuestro tensor tipo (K , ll :

... * ...
e

Entonces
, cualquier vector :

M. M~
,
...
Vene ... MVD ... Ve

· Aplicando un tensor a vectors y covectores :



T(w"... , V' ...Viel) =Ther .. New Waykupesre

Lo siguiente es :

acomo transforma un tensor ?
-

>Componentes .
·Es simplemente una extension de como
transf

.
Los vectores y covectores :

Tel Min
vi...vi

= Xu...A ...Ne Tee
Mr
.We

-

ploi tursor metrico tipo 40 , 2)

La accion sobre dos vectores :

e(V ,W) = YouVV = V .W

Recordemos que :

4
co

, VM timelike

InoVV =
= 0

, verlightlike
>0

, V spacerlike
-

i cono de luz'



·

Lainversa dela metrica es untenor

y Lug = 1984 = Syr

donde 88 es la Delta de Kronecker
que es el mapeo identidad.

· Otro ejemplo el simbolo Levi-GuitaI

que es tipo (0 ,4)
:

E
+ 1 si Must es par

Eargr = -1 si uugt es impar
O otherwise.

Note
-

no es un tensor , peso puede defuse
como uo .

↳ 1 .4 . 1 Operaciones confusores
Contraccion : tensor (K , 1) -> (K-1 , -1)
-

BMS- =Turg=
T

Na : solo contraemos indices arriba y abajo.
El orden tambier importa :



Tuvs #TVor

·Sbiry bajo indices :
Utilizamos la metrica para esto :

Tap = yu5T
&

Pus

Th Pus = ApaT
*Pus

Tur St = 2-xup 430 ToPus
Us

· Esto no cambia el order de los indices.
·Tambien ayuda a pasar de vectores a covectores :

Ve = Lar V

WM = y
*
Wr

.

Por ejemplo :

A
*
By = . .

= y Ax Yxp BP
= 4 YxpAx BB



= SBAx
BB

= Ap BB ~

·

Parametensor tipo (1 , 1) X terms are

x = X "
m

·Qui pasa con un fusor tipo (0 , 2 ?

Y = Y " = yo You

"Cuanto es la traza de la metrica ?

yeYe = St =4.

iNo es 2 !


